En andlisis real y complejo, el concepto de limite es la clave de toque que formaliza la nocién
intuitiva de aproximacion hacia un punto concreto de una sucesion o una funcion, a medida
que los pardametros de esa sucesion o funcion se acercan a un determinado valor. En el
andlisis los conceptos de series convergentes, derivada e integral definida se fundamentan
mediante el concepto de limite.
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Definicién intuitiva de limite

Imaginemos que existe una funcién f(x) que al evaluarla en valores muy
cercanos a un numero real ¢ tanto por la derecha como por la izquierda,
pero sin llegar a ser necesariamente c, se acerca de manera arbitraria a un
unico ndmero L. Si esto ocurre decimos que el limite cuando x tiende a ¢
de la funcién f(x) existe y su valor es L, se escribe asi

lim f(x) =1L

X—C

Limites «directos»

lim £ (x) = f(c)

Los limites «directos» mal llamado asi por la
mayoria de los estudiantes de calculo diferencial y
precalculo dado que la resolucién de estos solo
implica remplazar la variable x por el numero c al
que tiende.

Limite de un polinomio

lim p(x) = p(c)

X—C

Ejercicios

a. limx? 4+ x + 2
X3 Para tratar de explicar este subtema de limites

usaremos directamente un ejemplo.

Hallar el siguiente limite usando la nocién grafica de
limite

Nocidn grafica de limite

b. liné(x +2)2(x? + 2x + 1)?
X—>

c. limx?(3x + 2)
x—3

ox?-1

lim ———

x->1 x—1




Solucién

’ x?—1
xl—r}} x—1

Hacemos una tabla con los valores de x cercanos a 1 y observamos el comportamiento de la funcién

X 0.9 0.99 0.999 0.9999 1 1.00001 1.0001 1.001 1.01

f(x) 1.9 1.99 1.999 1.9999 ? 2.00001 2.0001 2.001 2.01

Al resolverlo directamente obtenemos como resultado una indeterminacion 0/0. Analizamos la tabla obser-
vamos (usando la definicién informal de limite) que mientras x tiene a 1 f(x) se acerca de manera arbitraria
a 2, con esto podemos concluir que el limite de f(x) cuando x tiende a 1 es igual a 2

Ejercicios

Con ayuda de tu calculadora calcula los siguientes limites. toma como guia/referencia el ejemplo 1.1

- -1 . 2x%-x-3
a. lim b. lim ———
x— -1 x+1 x——-1 x+1
. z-3 . t3+1
c. lim— d. lim
z—3Z°=9 t—>—1 t+1

Propiedades de los limites

a

Mnultiplo escalar/constante Regla de la potencia (funciones)
n

lim{b(f (x))] = b [lim £ ()] lim{ (0" = [lim £ ()]

Linealidad (suma/resta) Limite de un polinomio

lim p(x) = p(c)
lim[f(x) £ g(x)] =lim f(x) % limg(x)
X—=C X—=C X—=C » -

Limite de una constante
Producto de funciones limb = b|

lim[f () g (0] = [lim £ ()| [lim g0 Py

Limites laterales

Iimx™ = c"
X—=C

Cociente de funciones xlil';l_ x =L x]lfB x=1L

lim f(x)
lim ) =21=¢ ,solosi limg(x) #0 Regla de la potencia (variable)
x—e g(x) lim g(x) X—C

X—=C



Limites laterales

Como ya vimos en la definicién informal de limite
un limite puede o no existir debido a que la funcién
que estamos analizando toma valores distintos tanto
por la derecha como por la izquierda de c. Con esto
claro podemos decir que los limites laterales son los
valores L a los que se acerca la funcidn al ser
evaluada a la izquierda o a la derecha de c. Por
ejemplo, si hablamos del limite por la derecha
estamos diciendo que x se aproximard a ¢ con
valores mayores que el mismo cy se escribe

lim x =L
x—-ct

Podemos inferir que el limite por la izquierda
significa que x se aproxima a c con valores ¢
menores que C y se escribe

lim x = L
X—->Cc~

Analicemos el limite de la funcién f(x) = % cuando
x — 0 tanto por la derecha como por la izquierda.

Analizando a la tabla observamos que mientras x va
tomando valores muy cercanos a 0 por la izquierda
f(x) va tomando valores absurdamente pequefios es
decir L=-o0. Por otra parte, cuando x toma valores
muy cercanos a 0 por la derecha f(x) va tomando
valores absurdamente grandes es decir L=0c. Dada
esta situacion podemos decir que:

Los limites laterales no coinciden, por lo tanto,

lim = i
establ.ecemo's que el' xl—% Do existe y presenta
una discontinuidad infinita en 0.

Con esto claro ya podemos hacer una definicién un
poco forma de limites infinitos

Cuando afirmamos que

lim f(x) = o

X—C

Esto significa que f(x) crece sin tope alguno
cuando x tiene a c.

Cuando afirmamos que

lim f(x) = —o0

x—c
Esto significa que f(x) decrece arbitrariamente
cuando x tiene a c.

Nota: el signo igual no representa la existencia de
un limite, por lo general cuando un limite da
infinito se dice que es indeterminado o no existe, el
signo igual solo nos aclara como falla la existencia
del limite poniendo como prueba el comportamien-
to no cerrado de f(x).

Continuidad de una funcion

El termino continuo toma el mismo sentido tanto
en matematicas como en la vida cotidiana. Cuando
decimos una funcidn f(x) es continua en x=c
significa que su grafica no es interrumpida, no se
cor iene algtin salto o algtin hueco en c.

i podiene alg g

xX—C

Decimos que una funcion f(x) es continua en un
unto ¢ cuando se cumple que:

1. f(c) esta definido
2. existe

3. limf(x) = £(c)

Ahora bien, decimos que una funcion f(x) es
continua en un intervalo abierto (a, b) silo es en
todos los puntos de ese intervalo.



Definicién -0

Presentamos con anterioridad la definicion informal de limite diciendo que f(x) se acerca cuanto queramos
a un numero L cuando x tiende a ¢ por ambos lados y se escribe

lim f(x) =L

A simple vista podriamos decir ‘tEy!, esta definicion es muy formal” pero el principal problema de esta
definicion radica en dos frases

“f(x) se acerca cuanto queramos a un numero L’ y “x tiende a ¢” y claro se le debe dar una definicién un
tanto rigurosa. Para eso se estableci6 que:

€ representa un nimero, tan pequefio como queramos que sea positivo. La frase “f(x) se acerca cuanto
queramos a un numero L” significa que f(x) se encuentra dentro del intervalo (L - €, L + €) o escrito de ora
forma.

[f(x)-L|<e

Por otra parte, se interpreta la frase “x tiende a ¢” como que existe un numero 9§ tal que x se encuentra en el
intervalo (c - 6) o en el intervalo (c + §). Representandolo de otra forma mas simple pero concisa con una

doble igualdad
0<|x-c|<d

En este ultimo la primera parte de la desigualdad 0<|x-c| nos deja muy claro que x # ¢ mientras que la segun-
da parte |x-c|<d ice que x se encuentra a una distancia ¢ menor que .

Entonces, podemos dar una definiciéon formal y algo rigurosa de limite.

Tenemos una funcién f(x) definida en algun intervalo abierto (a, c) que contiene a ¢ pero que tal vez no tiene
definido a c. L es un numero real. Entonces la afirmacién que ya conocemos de

lim f(x) =L

Significa que para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que | f(x) - L | < e siempre que 0< | x - ¢ | < §



